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Le contenu Remarque

I. Dérivabilité d’une fonction numérique :
1) Dérivabilité d’une fonction en un point :
Activité :
Soit f une fonction définie par :
f(x) =2x?—-3x—1six<1
x—3
f0d = =1
f(1)=-2 si x=1
1. Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 , et donner une interprétation géométrique de
résultat

2. Etudier la dérivabilité de fa gauche de 1, et donner une interprétation geométrique de
résultat
3. Etudier la dérivabilité de f au point 1

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.

six>1

1. On dit que la fonction f est dérivable en a s’il existe un réel [ tel que :

LT~ f@
im =1
x—a xX—a

Le réel [ est appelé le nombre dérivé de f en a, on le note f' (a).
2. Sif estdérivable en aalors la courbe de f (C, ) admet une tangente en
point A(a; f (a)) d’équation:y = f'(a)(x — a) + f(a).
Exemple :
g est définie par : g(x) = x3.
1 Etudions la dérivabilité de g en 1.0n a:

lim,_,, % = lim,_,, % = }gr} w =lim,_,;x*+x+1=3
Donc g dérivableen 1,etona: g’'(1) =3
2 Déterminons I'équation de la 4
tangente (T) a (Cg) au point s
d'abscisse 1. 2 (T):y = 3a —2

Onag'(1)=3etg(1) =1
Donc l'équation de la tangente a
(Cg) au point A(1; g(1))
est:y =g'(D(x—-1)+g(1)
y=3x-1)+1
y=3x—2
D'ou (T):y = 3x — 2

3
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Remarque :

v i f'(a)=0alors (C, )admet une tangente horizontale d’équation

y=f(a) en point d’abscisse a

v Si [im LR @
x-a X—a

admet au point d'abscisse a une tangente verticale.

= oo alors f n’est pas dérivable en g, la courbe (Cf )

Exercice d’application :

Soit f la fonction définie sur Rpar: f (x) = 1 — x?
1. Calculer le nombre dérivé de f en 1..
2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 1.
2) La dérivabilité a droite - La dérivabilité a gauche en un point :
a) Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ et a un élément de I.

On dit que la fonction f est dérivable a droite en a s'il existe un réel [ tel
. ) -f(@) _
que: lim ————==1

x—at x—a

Le réel | est appelé le nombre dérivé a droite de f ena, onle note: f', (a)

On dit que la fonction f est dérivable a droite en a s’il existe un réel [ tel
. ) -f(@) _
que: lim ————==1

x-a~ xX—a

Le réel [ est appelé le nombre dérivé a gauche de f en a, on le note : f’g (a).

Exemple :

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) = |x? — 1|

1. Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.

2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.
3.. Lafonction f est-elle dérivable en 0 ?

b) L'interprétation géométrique :

Si f est dérivable a droite en aalors (Cf )admet une demi-tangente a droite en

A(a; f (a)) d’équation y = fy(a)(x — a) + f(a).

De méme, si f est dérivable a gauche en aalors (Cf )admet une demi-tangente

a gauche en A(a; f (a)) d’équation y = f"g (@)(x—a) + f(a)

Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit a € I
f Dérivableena < f dérivable a droite et a gauche en a et f;(a) = f (a)

. _____________________________________________________________________________________________________________|
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Dérivabilité de f

Interprétation géométrique

f Dérivable a droite de x, | (Cr)admet une demi tangente 5
en point A(xq; f(x0)) (] - | n T
lim+M =1 d’équation
- X — X I}
e ° y = fa(xo)(x — x0) + f (o)
§

f n’est pas dérivable a
droite de x,

) = fxo)
m ————=

(Cr)admet une demi tangente
verticale dirige vers le haut en
point A(x; f(xo))

li 40
x-xi X —Xg (] 1 . =
f n’est pas dérivable a (Cr)admet une demi tangente 1 1 3
droite de x, Verticale dirige vers le bas en 0 ] h\_ﬂ_
point A(xg; f (xo))
[ x) = f(x)
lim —————= —
x-xg X — X
f Dérivable a gauche de x, | (Cy) admet une demi tangents »
en point A(xg; f(xg))
lim M =1 d’équation 1 )
x-xy X — Xg ' L] . =
y = fg (x)(x — x0) + f(x0)
f n’est pas dérivable a (Cr)admet une demi tangente = »
gauche de x, Verticale dirige vers le bas en e _.__,4__ 1 e
point A(xo; f (xo)) ]
() — f(xo)
lim ———— =4
X=X, X —Xp
f n’est pas dérivable a (Cs) admet une demi tangentg »
gauche de x, Verticale dirige vers le haut en
point A(xo; f (o))
- fO) = f(xo) T
lim ————= — 1 | <5
X—2Xq X — xO
i 1 A
Exemple :

D'apres I'exemple précédent :
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» Ona f est dérivable a droite en I, alors (Cf)
admet une demi-tangente (T;) au point

A(1; f(1)) déquation :
{}’ =faMx-1D+f(1)
x=1
=2(x—-1)+0 =2x—-2
ﬁ{y J(cx21) g G

» Ona: f estdérivable a gaucheen 1, alors
(C¢) admet une demi-tangente (T;) au point

A(1; f(1)) déquation :
{y =fg(Dx -1+ (D)
x<1 3 3 4
y=-2(x—-1)+0 y=—-2x+2
= { x<1 = { x <1 4

Exercice d’application 01 :
Soit f la fonction définie sur ] — oo; 1] par : f(x) = |x|vV1 —x
1. Etudier la dérivabilité de f a droite en x, = 0, puis interpréter géométriquement le
résultat obtenu.
2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en x, = 0, puis interpréter géométriquement le
résultat obtenu.
3. Lafonction f est-elle dérivable en x, = 0 ?

3) La dérivabilité sur un intervalle :
Définition1 :
* Ondit que f est dérivable sur ’intervalle ouvert |a, b[ si f est dérivable en tout
point de I’intervalle |a, b| .
« Ondit que f est dérivable sur ’intervalle fermé [a, b] si f est dérivable sur
I’intervalle |a, b[ , et dérivable a droite en a et a gauche en b.
Définition2 :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.
La fonction dérivée de f est la fonction notée f' définie par :
i1 — R
x — f'(x)
4) Dérivation des fonctions usuelles :
Soient neN ", aeR, b eR et fune fonction de variable x, on a :Le tableau ci-dessous

la fonction f Sa fonction dérivée f’ f estdérivable sur:
X —>a X >0 R
X =X X —>1 R
X —>ax +b X —>a R
X — X" X —nx "t R

. _____________________________________________________________________________________________________________|
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X —>ax" X >anx"* R
X —/x < 1 ]O;+oo[
2Jx
X —>i X —>—i ]-o0;0] ou ]0; 4o
X X2
X —sinX X —> COSX R
X — COS X X ——=sinx R

X —>tan2x +1=

R\{£+k7z/k ez}.
X — tanx C0S2X 2

5) Opérations sur les fonctions dérivées :

Propriétés :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k un réel.

Les fonctionsu + v, u X vetk X u sontdérivables sur I’intervalle I, et on a
pour tout x de I :
1. W+ v)® =ux + vVE).
2. (uxv)(x) =ulx xvkx) +ulkx) X v'(x).
3. (k xw'(x) =k xu((x).
Si la fonction v ne s’annule pas sur I’intervalle/, alors les fonctions % et % sont dérivables sur

1, et on a pour tout x de I : (%)' = (E)' _ wv-w

v2 v v2

Exercice d’applications :

Déterminer la dérivée de la fonction f dans chacun des cas ci-dessous :
1. f(x) = (2x — 3)(x? — 5x%)

2. f(x) = gx3 —7x* —9x 4+ /8
3. f(x) = %

4. f(x) = x3cos(x)

5. f(x) = gj

1) Monotonie d’une fonction nhumérique - Extremums d’une
fonction dérivable :

a) _Monotonie d’une fonction numérique

Propriéteé :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Pour toutxdel:

. _____________________________________________________________________________________________________________|
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v Si (ou f'(x)>0 et f's’annule en des points isolés) Alors la
fonction f est strictement croissante sur |
v Si (ou f'(x)<0 et f's’annule en des points isolés) Alors la

fonction f est strictement décroissante sur I
v' Si f'(x)=0 alors f est constante sur I

Exercice d’applications :

Soit f la fonction définie sur Rpar: f (x) = (x — 1)3
1) Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.
2) Etudier le signe de f'(x) pour tout x de R.

3) En deduire que f est strictement croissante.
b) Extremums d’une fonction dérivable

Propriété :

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle | et x,€l,ona:
v Si f's’annule en X, ( f'(X,) =0) et change de signe au voisinage de x,,
alors f(x,)estun extrémum de la fonction f (valeur maximale ou valeur

minimale)

v Si f admet un extremum en X,alors f'(x,)=0

Exemple :
T —00 —1 +00 T —00 1 +00
f'(z) + 0 - g () = 0 2
2 +00 +00
f /’/ \‘\ g \‘\ /’/
—00 —00 =
f'(=1) =0 et f’ change de signe au voisinage de g'(1) =0 et g’ change de signe au voisinage de
—1, alors f(—1) =2 est une valeur maximale 1 alors g(1) = —1 est une valeur minimale
de la fonction f de la fonction g

Exercice d’application 01 :
Soit f la fonction définie sur R par: f (x) = 3x — x3
1) Dresser le tableau de variations de f sur R.

. -3 1
2) Montrer que fadmet un extremum sur chacun des mtervalles[7; O] et[z; 2].
c) Dérivées successives :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I

si f’ est dérivable sur I sa dérivée est appelée la dérivée seconde de la fonction f on la note:
f' ou f&®,

les fonctions f® = () et f@ = (F®) et ..... et f@+D = (FM)' sj elles existent
appelées les fonctions Dérivées successives.

la fonction f™ est appelée la fonction dérivée d’ordre n.

Exemple :
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Déterminer la dérivée seconde de la fonction f dans chaque cas :
1)- f(x)=-3x—3x+7;I=R 2)- f(x) =2 [ =]—o00;—3]

x+3 '’

3)- f(x) =§x4—§x3— x* I=R

II) Continuité et dérivation :
Propriété :

Toute fonction dérivable en a est continue en a.

Si f est derivable sur un intervalle I alors la fonction f est continue sur 1.
Remarque :

La réciproque est fausse par exemple la fonction f: x + |x| et continue en 0 mais non
dérivable en 0. (f;(0) # f;(0))
Exercice d’applications :

_ VxZ+1-1 £ 0
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x 0 X
g0)=0 ;X =

1 Montrer que g est continue en 0.
2 Etudier la dérivabilité de g en 0.

III) Dérivée d'une fonction composée 3
Propriété :

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a) alors la fonction composée gof est

dérivableen a, etona: (gof)'(a) =[g (f(a)] = f'(a) X g' (f(a))

Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f (1) alors la fonction
composée gof est dérivable sur I, et on a pour tout x de I :

(gof)' () =g FN]" = f'(x) x g" (F(x)

Exemple :

Soient: f(x) = x? + 1et g(x) = ——

X
Montrons que g of est dérivable sur I =]1; 4+oo[ sans déterminer (g o f)(x).

f Est une fonction polynéme dérivable sur I etona f'(x) = 2x > 0 sur
Let f(I) =]lim,, 1+ f (x); limy 4 o0 f () [=]2; +o00[
Dautre part, la fonction g est rationnelle, donc dérivable sur tout intervalle de R — {2}, en

. . . ’ —__—2
particulier, sur f(I); et g'(x) = =

Ainsi, la fonction gof est dérivable sur I
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Et

(Vx€D;(gef)(x) =g'(Fx) X f'(x)
= 2 = X 2x
((x2+1)—-2)
_ —4x
RICG

Conséquences :

Vx €1 (,/u(x))’ = 2“52)

Si u est strictement positive et dérivable sur I alors la fonction v/u est dérivable sur I, etona:

Exercice d’application :

Soient f et g deux fonctions définies sur R par :

f(x) =cos (x*4+ 1) etg(x) =2 + sin(x)

2) Déterminer deux fonctions u et v telles que pour tout x de Ron a:
f (x) = (vou)(x). En déduire la dérivée de f.

3) Montrer que pour toutxde R: g'(x) = 2 orsinGd

cos(x)

IV) Dérivée de la fonction réciproque

Propriété :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur unintervalle [ eta € I :
Si f estdérivableenaet f' (a) # 0alors f~! est dérivableen f (a) etona:

Si f estdérivable sur I et f' ne s’annule pas sur Jalors f~1 est
dérivable sur f(I),etona:(Vx € f(I) (f™ 1) (x)=

—1vs _ 1
(f ) (f (a)) - fr (Cl)

Tt o))

Exemple :

sur f(R*) = [1; +oo].

Soit f la fonction définie sur R*par: f(x) = Vx? + 1
1 Montrons que f admet une fonction réciproque.
2 Calculons f(+/3) puis montrons que £~ est dérivable en 2 et calculons (f~1)(2)

(1) En effet, la fonction polyndme x — x2 + 1 est dérivable et strictement positive sur R*,
i + . +). £/ —
donc f est continue sur R*etona: (Vx € R™): f'(x) = ==

Puisque (Vx €]0; +oo[); f'(x) > 0 et f'(0) = 0, alors f est strictement croissante sur
R* (car elle est dérivable sur R*). Par conséquent, f admet une fonction réciproque définie

(2 Ona f(V3)=V1+3=2
Puisque f est dérivable en V3 et f'(V/3) = \/2—5 (f'(V/3) # 0), alors £~ est dérivable en

fG3)=2etona:(f1)'(2) = '3 3

X

1 2v3

Exercice d’application :
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Soit g la fonction définie sur ]1; +oo[ par : g(x) = x> — 3x
1 Montrer que g admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J a déterminer.
2 Montrer que f 1 est dérivable sur un intervalle J.

3 Calculer f(v2) et (f~1)'(—/2), en déduire I'équation de la tangente de (C;-1) en—v2.

V) Dérivée de 1a fonction x — "ju(x)
Propriété 1 :

1)dérivée de la fonction x - Vx:
Soitn € IN

La fonction x — 3/x est dérivable sur ]0; +oo[ etona: (‘{/i)' =
2) dérivée de la fonction x - /f(x) :

Soitn € IN
Si f une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I alors la fonction

x — %/f(x) est dérivable sur I et on a: (“,/f(x))’ = %

_r
n(‘{/})n—l

Exercice d’application :

Calculer la dérivée de chacune des fonctions numériques suivantes :

F(x) = 43+ cos (x) g(x) = Yx2 —x h(x) = /(2 — 3x)5

Propriéteé 2 :

Soit r un nombre rationnel non nul

e La fonction numérique x — x" est dérivable sur R’ et sa dérivée est la fonction
x P rx’l

e Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle | de R, alors la
fonction numérique x — (u(x))’ est dérivable sur | et sa fonction dérivée est donnée par
la formule : ((u(x))")’ = ru'(x)(u(x))" 1

Exercice d’application :
Déterminer, dans chacun des cas ci-dessous, la dérivée de la fonction f sur | :

1. 1 =R, f(x) = Vx2+1.
2. 1 =R, fx) = 2+ cos(x).
3

3. I = R,f(x) = (x®+5)
VI) Branche infinies PELS) :

Schéma récapitulatif de I'étude des branches infinies
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]
(Cr) admet une asymptote verticale d'équation x = a

L J

i_!{ﬁf{x]l =G0

lim f(x) =1 (C¢) admet une asymptote horizontale d'équation x = |
=y

¥

au voisinage de oo

0 (Cr) admet une branche parabolique de direction
lim f(x) = i F(x) "| l'axe des abscisses au voisinage de oo
X =00 T
e x = » (Cy) admet une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées au voisinage de oo |
ﬂ_ I
(C;) admet une branche

oo | parabolique de direction la droite
d'équation ¥ = ax au voisinage
de o

JJE'ETQLF(I] - ax)

(Cr) admet une asymptote oblique
] d'équation v = ax + b au
voisinage de oo

]
lim f(x) = (ax + b) = fr———| y = ax + b estasymptote oblique a (C,) au voisinage de WT

I | S |

Exemple 01 :
On consideére £ la fonction définie sur IR \ {1} par: f(x) = %
Onalimy o (%) = liMys 40 % =2 etlim,_,_o f (%) = lim,_o, % =2

Donc la droite d'équation y = 2 est une asymptote horizontale a la courbe (Cf) au voisinage
de +oo0 et —oo.

Etona: lim, .+ f(x) = lim,_y+ —= = +oo et lim, ;- f(x) = lim,_;- — = —oo.

Donc la droite d'équation x = 1 est une asymptote verticale de la courbe (Cf).

Exemple 02 :
On considére g la fonction définie sur [0; +oo[ par : g(x) = 2x — /x.
Oona:lim,,yewg(x) =limy,w2x —Vx = lim, 10 Vx(2Vx — 1) = +oo.

On calcul alors lim,,_, , o, @ :

2% im 2 —1=2

Par suite : lim, 4 o0 f (%) — 2% = liMy 160 2X — VX — 2x = lim, ;00 — VX = —00.
D'ou la courbe (Cg) admet une branche parabolique de direction de la droite d'équation
Yy = 2x au voisinage de +oo.

On alimy. 4o &2 = lim, .,

Application :

. _____________________________________________________________________________________________________________|
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N . P x%+x-1
On considére f la fonction definie par f(x) = —

1. Donner Dy I'ensemble de definition de f.

2. Calculer limx-2 f (x) et limx-z f(x). Interpréter les resultats.
x<2 xX>2

3. a. Verifier, pour tout x de Dy, que f(x) =x— 1+ ﬁ

b. Montrer que la droite d'équation (D):y = x — 1 est une asymptote oblique de (Cf)

au voisinage de +oo et —oo.
c. Etudier les positions relatives entre la courbe (Cf) et la droite (D).

VII) Concavité d'une courbe ~ Points d'inflexion

Propriété :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
Pour que la courbe (€, ) soit concave sur I, il faut et il suffit que :
(vx eD:f"(x) <0

(Cy) concave

Pour que la courbe (C’f) soit convexe sur I, il faut et il suffit que :
(VxeD:f"(x)=0

Pour que le point Q(a; f(a)) soit un point d'inflexion de la
courbe (Cy), il faut et il suffit que la dérivée seconde f'
s'annule en a, et change de signe de part et d'autre de a.

(Cy) convexe

2 point d'inflexion

Exercice d'application :

Etudier la concavité de la courbe (Cf) sachant que : f(x) = x3 + x2.

VIII) Eléments de symétrique d'une courbe

1) Axe de symétrie
Propriété :

Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy et (C;) sa courbe représentative on a:

MUSTAFA LAGUSIBY
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» Ladroite d'équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (C;) :

(Vx € Df):Za —x €Dy

(Vx € Df):f(Za —-x) = f(x)

» Le point Q(a; b)(a € R;a € R) est un centre de symétrie de la courbe (Cy) :
(Vx € Df):Za —x €Dy

(Vx € Df):f(Za —x)=2b—f(x)

si et seulement si : {

si et seulement si : {

-
0"
ke

- -
-

_L
X
o
||
. Cop——. 2 SOSPUPRE. HOE.{ - Yo Fo——
x.
X
|
:
i
]
]
sopombas

ey SR :

] ' : :

(] : H e ey HPREY S o

1 - e : - -

i : o :

4- 1 if f

S T a

| R Presaspesnafoisas il 0 FAETTTET NI B A [ B R SIS
S P I O [N I ) O { O el

Exemple 01(axe de symétrie) :

Soit f la fonction définie par : f(x) = x* — 2x + 1,
Montrons que la droite d'équation x = 1 est un axe de symétrie de (Cf) la courbe de f.
Eneffetona:Df =R, (Vx ER):2a—x=2—-x€ER
fC-x) =Q-x)?-22-x)+1
=4—4x+x*—4+2x+1

=x2-2x+1
=f()
Exemple 02(Point de symétrie) :
On considere la fonction f définie par : f(x) = 3;:21.

Montrez que Q(—2,3) est un point de symétrie de la courbe (C’f).

Application
1) Monter que la droite (D) est I'axe de symétrie de (Cf) dans les deux cas :
@) f(x) = —3x2 +5x—1D:x =§
— _3 . —
(0) f(x) = 5= D:x =2
2) Monter que la droite  est le centre de symétrie de (Cf) dans les deux cas :
2 —_
(8 f(x) === Q(-1;2)
(b) f(x) = 2x3 + 6x2 + 3x + 3 Q(—1;4)

Exercice de synthése :

R . P X
I. On considere g la fonction définie sur R par g(x) = 1 + Nee

1 Calculer lim,_, . g(x) etlim,__,g(x).
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2 a. Montrer, pour tout réel x, que g'(x) = m

b. Donner le tableau des variations de g.
c. En déduire, pour tout réel x, que g(x) > 0.

I1. Soit f la fonction qui définie sur R par f(x) = x — 1 + Vx? + 1, et soit (Cf) sa courbe

représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, f,f).

1. Calculer lim,_, o f ().

2. Montrer que lim,_,_ f(x) = —1. Interpréter géométriquement le résultat.

3. Montrer que la droite (D):y = 2x — 1 est une asymptote oblique de (Cf) au voisinage
de +o0

4. a. Montrer, pour tout réel x, que f'(x) = g(x).
b. Dresser le tableau des variations de f.

5. Calculer f(1) puis tracer (Cy).

6. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~* definie sur un intervalle J a
déterminer.
b. Montrer que £~ est dérivable en v/2 puis calculer (f =)' (v2)
c. Tracer (C;-1) dans le méme repére.
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