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Notions de logique

EXERCICE 1

Ecrire a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
e Le carré de tout réel est positif.
Certains réels sont strictement supérieurs a leur carre.
Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.
Il existe un entier multiple de tous les autres
Etant donné trois réels, il y en a au moins deux de méme signe.
T est une homothétie (ou T est une transformation du plan P).
f est constante sur R (ou f est une fonction de R dans R).
f est une fonction strictement croissante sur IR.

EXERCICE 2

Donner la négation des propositions suivantes :

o Toutes les voitures rapides sont rouges.
e Dans toutes les prisons tous les détenus détestent tous les gardiens.
o (VxeER)(Fa€eR), x<a<x+1.
e (VneN)(VmEeN), (n>m=>n=>m+1).
(Vx€R), (x=1oux<1).

EXERCICE 3 Soient les quatre propositions suivantes :
(P)(AxeR)(VyeER), x+y>0 Q) (VxeR)@Fy€eR), x+y>0

R)(VxeR)(VYER), x+y>0 (S) @x € R) (Vy €ER), y*>«x

1. Les propositions P, Q, R et S sont-elles vraies ou fausses ?
2. Donner leur négation.

EXERCICE 4
- 7 . X _ y _
1. Soient x ety deux réels. Montrer que : (x >lety>1 et — = —1+y2) =>x =Y.
2. Soient x unréel. Montrerque : |x—1| < 1o 2L 2
2 5 x+1 3

3. Soit n un entier naturel non nul.
a. Montrer que : n n’est pas premier = 2™ — 1 n’est pas premier.
b. L’implication suivante est-elle vraie ?  n est premier = 2™ — 1 est premier.

EXERCICE 5

Soit a un réel. Montrerque: (Ve>0, |la|<&)=>a=0.

L >a?+b2=>ax+by#1.

2. Soient a, b, x et y des réels non nuls. Montrer que: iy

3. Soientm et n deux entiers naturels. Montrer que : mn est impair = m et n sont impairs.
4. Soit n un entier naturel tel que n > 2. Montrer que : n? — 1 n’est pas divisible par 8 = n est pair.

EXERCICE 6  Montrer que :

“Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.” Albert Einstein




V(a,b,c) € R3, a?+b?+c? > ab + bc + ca.
vn € N*, \/n+1—\/ﬁ<%<\/ﬁ—\/n—1.
V(x,y) €R?, |lx| = yl| < Ix =yl

V(a,b,c) ER3, l[a—b| <c=>la| <|b|+c.

V(ix,y) ER? (x+ Vx2+1)(y+ Jy2+1)=1ox=y

o M w0 np e

EXERCICE 7

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
|x+ 1|+ |2x—3| =5x+6
x> —=3|x—4|+2=0
|[x — 1] + |2x — 3| = [5x — 10|
2. Montrerque: Vx€R, |[x—1|<x?—-x+1

3. Résoudre dans R I’inéquation ~ +/9x* + x —4 > x + 8.

EXERCICE 8

1. Montrer que n(n? + 3) est pair pour tout entier n.
2. Montrer que le carré de tout entier est de la forme 3k ou 3k + 1 avec k € N.

EXERCICE

1. Montrer que V3 ¢ Q.
2. Soientae Qeth ¢ Q.
a. Montrerquea+ b ¢ Q.
b. Montrer que si a # 0, alors ab € Q.
3. Montrer par I’absurde que : V(n,m) € N2, nm=1=>n=1.

EXERCICE 10

Montrer par récurrence que:

> Vne N*, 7]’(L=1k2 — w » Vne N*, 1]3:1](3 _ n2(7’:+1)2
* n 1 _n * ki, _ CD"(2n+1)-1
> VTL € N ) k=1 k(k+1) — 1l > Vn € N ) ‘zzl(_l) k — f
> Vn €N, 7 divise 23"*1 + 5 > Vn €N, 7divise23" -5
> vn €N, 11 divise 10" — (—1)" > vn € N\{0,1,2,3}, n?<2"
EXERCICE 11

1. Soitx € R**. Montrerque :Vn € N, (1 +x)" > 1+ nx.
2. La factorielle d'un entier naturel non nul n, notée n!, est le produit des nombres entiers strictement
positifs inférieurs ou égaux a n. c’est-a-dire n!=nxn—-1)xXxnM—-2)X..x2x1.
a. Montrerque: Vn€eN*, 2"l<nl<n®.
b. Montrerque: VneN*, (n+1)!=Xp_ (k).

“Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.” Albert Einstein




