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Le Cours

Remarques

I Proposition —Fonction propositionnelle

Lancement

Durée : 10 min

Activité :
Mettre une croix ( x ) dans la case qui convient :

On ne peut pas

Textes mathématiques Vrai |Faux . L
décider sa vérité

N’a pas de
Sens

o —15x2=230

o (xER):x?>x

o —6¢&N

e Lasomme de deux nombres impairs
est un nombre pair

e Chaque nombre impair et un nombre
premier.

e 8

Développement

Durée : 15 min

Définition :

> Une proposition (ou assertion) est une phrase ou une expression qui a un sens et qui

est soit vraie, soit fausse, mais pas les deux en méme temps.
On note souvent une proposition par les lettres P, Qou R ...

> On appelle fonction propositionnelle tout énoncé qui contient une variable (ou
plusieurs variables) d 'un ensemble, elle devienne proposition chaque fois qu’on remplace

la variable par un élément de cet ensemble.

Exemple :

" Le nombre 2022 est pair " est une proposition vraie.

" Tout carrée est un parallélogramme " est une proposition vraie.

" Tout nombre pair es divisible par 4 "' est une proposition fausse.

"x 4+ y = z " n'est pas une proposition.

"P(x): x € R,x? —x < 0" est une fonction propositionnelle.
P(0) est une proposition fausse mais P G) est une proposition vraie

o "P(n,m):n+m = 10avecn,mdeN " est une fonction propositionnelle
P(4; 6) est une proposition vraie mais P(2; 7) est une proposition est fausse.

O O O O O

Evaluation

Durée : 15 min

Application :
Déterminer la vérité de chacun des propositions suivantes :

W (VN2 7
Pr(5) =3
e 0:"V3+V5x+3—v5eN"

e R :"L’équation x* — 3x + 5 = 0 admet deux solutions dans R".
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Il) Les quantificateurs

Lancement

Durée : 15 min

Activité :
Soient A(x) et B(x) deux fonctions propositionnelles telles que : A(x):"(x € R); x2+1 > 0"
:B(x):"(x€ER); x2+2x—3=0"

1) Est-ce que A(x) est vrais pour tous les nombres réels ? Justifier.

2) Veérifier que B(x) est vraie pour certaines valeurs de x (onprend x = 1;x =
—3) et fausse pour d'autres valeurs (x = 0).

Développement

Durée : 20 min

Définition :
Soit P(x) une fonction propositionnelle tel que x est un élément d’'un ensemble E.
e Si P(x) est vraie pour tout élément de E on écrit : (Vx € E): P(x).
Le symbole "V" s’appelle quantificateur universel et il se lit : pour tout ou quel que soit.
o S'il existe au moins un élément de E pour lequel P(x) est vraie on écrit :
(3Ix € E): P(x).
Le symbole "3" s’appelle quantificateur existentiel et il se lit : il existe au moins.
o S'il existe un unique élément de E pour lequel P(x) est vraie on écrit: (3! x € E): P(x).
Le symbole "3!" s’appelle quantificateur existentiel de I’unicité et il se lit : il existe un
unique.

Exemple :
oP:"(vx € R): 2x + 1 = 0" est une proposition fausse parce que six = 0,

alors 2x 041 =0 estfaux.

0Q:"(3In € N): 2n — 4 = 0" est une proposition vraie car I’entier n=2
vérifie 2n — 4 = 0.

oR:"(3'x € R):x? — 2x + 1 = 0" est une proposition vraie parce que 1 est la seule solution
de ’équation x2 — 2x + 1 = 0.

Evaluation

Durée : 20 min

Application :
Réécrire les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs logiques.

1. P, :"Lavaleur absolue de tout nombre réel non nul est strictement positive".

2. P, :"ll existe au moins un nombre réel x tel que 2x? — 3x = 0".

3. P;: "L’équation x — 2+/x + 1 = 0 admet une unique solution réelle".

4. P, :"Pour tout nombre réel x, il existe un unique entier N telque N<x <N +1

Remarque :

e On peut inverser deux quantificateurs universels ou deux quantificateurs
existentiels.

e On ne peut a priori pas inverser un quantificateur existentiel avec un
guantificateur universel.

Exemple :

o Les propositions "(Vx € R)(Vy € R):x +y = 2" et
"(Vy € R)(Vx € R): x + y = 2" ont la méme valeur de vérite.

o Les propositions "(3x € R)(Vy € R). x +y = 2" et
"(Vy € R) (3x € R) : x + y = 2" n'ont pas la méme valeur de vérite. La premiere
est fausse mais la deuxiéme est vraie.
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Evaluation

Durée : 02 min

Exercice @:

Déterminer la valeur de vérité de chacun des propositions suivantes :
e P,:"AxER):x*+x—1=0".

e P,:"(Vx ER):x*+3x+7<0",

e P;:"(VxeR)(Fy e R):x <y".

e P,:"Ay e R)(Vx ER):x < y".

o P.:"(Vy e R)(Vx E R):x < y"

e P "(WVxER)(VY ER):x <y"

I11) OPERATIONS SUR LES PROPOSITIONS :

1. La négation d’une proposition :

Développement

Définition : P P | o tab| . il
La négation d’une proposition P, noté P ou 1P, o LS Clp el e
tl o . e si P st f TIT \Y, F tableau de vérité de la

est la proposition qui vraie si P est fausse et qui = 7 négation,

est fausse si Zest vraie.

Exemple :

o Lanégation de la proposition 3 > 2est3 < 2.

o Lanégation de la proposition (—2)? = —4 est (—2)? # —4.

o Lanégation de la proposition —3 € N est —3 ¢ N.

Propriétés :

= La négation de la proposition " (Vx € E):P(x) " est" (3x € E) : P(x)".

= Lanégation de la proposition " (3x € E):P(x) " est " (Vx €EE):P(x)".

= Lanégation de la proposition " (Vx € E)(3y € E) : P(x,y) " est:
"@Ax€E)(Vy€E):P(x,y)".

= Lanégation de la proposition : " (3x € E)(Vy € E) : P(x,y) " est:
"(Vx € E)Y(3y €E):P(x,y)".

Remarques :

Les propositions P et P ont méme valeur de Vérité.

On a le tableau suivant :

Le symbole > < = €
Sa négation < > < - + ¢
Exemple :
La proposition P La négation P
o (VxeR):x=>1 o (IxeER):x<1
o (IneN:VvneN o (Y\neN:Vn¢gN
o (VxXER):x?2+x+1>0 o (IxeR:x?>+x+1<0
o (VvneN) @meN):m=>n o (@EneN) (VvmeN):m<n

Evaluation

Durée : 20 min
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Application :
Compléter le tableau suivant :
La proposition P La négation P
o (VxER)x?+2x+1>0 .
e (VxeN)x?—-2x<0 o
o (VxeQ:VX€Q °
o AxeR):x€Q o
e (Ix €N):x estpair o
e (@AxeN)(VyeEN):ix<y o
o (VxeZ)@Ay€eZ):x—y=3 o
o (VxeEQ)(VYEZ):xXyEL o

2. La disjonction

Développement

Durée :30 min

Définition :
La disjonction de deux propositions Zet ¢ est la proposition qui est vraie si au moins

["une des deux propositions est vraie on la note P ou Qou PV Q.
Tableau de vérité de Pou Q:

P Q Pou(@
"4 "4 "4
"4 F "4
F "4 "4
F |F |F

Exemple :
e Laproposition: (—5 > 2) ou (5 = 2) est vraie.

e Laproposition: (3+ 2 =6) ou (—3 > 1) est fausse.

e Laproposition: (—5 € R) ou ( 3 divise 12 ) est vraie.

e Laproposition : (3x € R): x? = —1 ouv/2 € Q est fausse.

3. La conjonction

Développement

Définition :
La conjonction de deux propositions Zet ¢ est la proposition qui est vraie uniquement

si les deux propositions 2et ¢ sont vraies en méme temps on la note : 2 ez @

ou/Ag.
Tableau de vérité de (P et Q) :

P | Q| Petq
vl v v
vl F F
F| v F
F| F F

Exemple
o Laproposition: (—5 > 2) et (5 > 2) est fausse.

o Laproposition: (3+ 2 =6) et (—3 > 1) est fausse.

o Laproposition : (— 5 € R) et ( 3 divise 12 ) est vraie.

o Laproposition : (3x € R):x? = —1 et /2 € Q est fausse.
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Evaluation

Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
o P, : (3 estimpair) et (3 =5).
oP,: (4x8=20)ou(10 est pair).
eP;:(9-3=6)et(—-1€1).
oP,:(—4eN)ou(VxeR: x> +1>0).

Développement

Durée : 40 min

Remargue (lois de Morgane)

Soient P et Q deux propositions.

= Lanégation de (P et Q) est (P ou Q).
= Lanégation de (P ou Q) est (P et Q).

Exemples :
o Lanégationde« (0=>2)et(1+5=3)»est:« (0<2)ou(1+5=3)»,

o Lanégationde« (5 € N)ou (Vx ER:x2 > 0)»est:«(5¢&N)et(Ix e R: x% <0) »,

Evaluation

Durée : 30 min

Application :

Nier les deux propositions suivantes :
1. P:"(VxeR)AyeR):x<youx=y"
2. Q:"(Ax €eR)(VYER):y? =xetx>0".

4 L’implication

Développement

Durée : 40 min

Définition :
L’implication de deux propositions P et Q est la proposition qui est fausse seulement dans le

cas P est vraie et Q est fausse. On la note par P = Q etse lit : P implique Q.
Tableau de véritéde P> Q:

P | Q P> Q
v |v |V
vV |F |F
F |v |v
F |F |V
Exemples :
o Laproposition 2>1 = 2+3 = —1 estfausse.

o Laproposition 3 x2 =9 =5—1 = 20 est vraie.
o Laproposition (3?2 =9) =4 —1 =3 estvraie.
o Laproposition 2<0 = 2+ 3 = 5estvraie.

Remarques

P = (Q Signifie si P est vraie, alors Q est vraie.

L’implication Q = P est appelée ['implication réciproque de l’'implication P = Q.
Pour montrer que P = (@ est vrai, on suppose que P est vraie, et on montre que Q
est vraie.

Les propositions P = Q et (Pou Q) ont la méme valeur de vérité.

Exemples :
o "x =2 =>x%=4"signifie: 'six =2, alors x?=4 " et ¢ est une proposition vraie.

o "x%=4 =x = 2"est 'implication réciproque de "x =2 =x?=4" et c’est une

La continuité d'une fonction numérique
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proposition fausse.
o Soit x unréel, Montrons que : |x| <3 = |2x — 4| < 10

Ona: x| <3=-3<x<3
= -6<2x<6
= -10<2x—-4<2
= -10<2x—-4<10
= |2x — 4| < 10.

Donc: |x| <3 = |2x — 4| < 10.

Evaluation

Durée : 30 min

Application :

1. Soitn € N. Montrer que n pair = n? pair.

2. Montrer que (Vx € R"): (1:\/} =1-Vx=x= 0).

Exercice 1 :

Soientx ety de R. Montrerque 1+xy=x+y=x=1ouy =1.
Exercice 2 ;

1. Montrer que (Vx E R):3<x<5 = %SLS%.

x—1
2. a. Montrer que (Va € R) (Vb ER):a?+b>=0=>a=b =0.
b.Endéduire (vx eR*) (Vy €R* ix+y+2=2Vx+2/y=>x=y=1

5. L’équivalence

Développement

Durée : min

Definition :
L ’équivalence de deux propositions P et Q est la proposition (P = Q et Q = P) qu’on note
par P & Q et se lit « P est équivalente a Q » ou bien « P si et seulement si Q ».

P < Q estvraie seulement si P et Q ont méme valeur de vérité.
Tableau de vérité deP © Q:

P Q P& Q
74 74 "4
V| F F
F| Vv F
F| F v

Exemple :
Soient a et b deux nombres réels

Siab=0,alors a=00u b=0.
Inversement, si a = 0 ou b = 0, alors ab = 0.
Donc on a l’équivalence suivant ab =0 & a=0o0u b =0.

Evaluation

Durée : 25 min

Application :
Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
e P,: 3estimpair & 3 =5.
e P,: 4x8=20¢ 10 estpair.
e Py —1EZ9-3=6.
e P, —4eNe (VxeR):x*+1>0.

Iv. Lois logiques

La continuité d'une fonction numérique
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Développement

Durée : min

Définition :

Une loi logique est une proposition qui est vraie quel que soit la vérité des propositions que
la constitue.

Exemple :

P et Q sont deux propositions. Montrons que1(P < Q) < (1P < Q) est une loi logique.

PlQ|PoqQ [1Pe [1PeoQ] 1P eQ (P o Q)
vV |V Y F F Y
V_[F F Y Y Y
F |V F Y Y Y
F |F Y F F Y

La proposition 1(P © Q) & (1P & Q) est toujours vraie quelles que soient les valeurs
de vérité de P et Q. Donc elle est une loi logique.

Evaluation Durée : min
Application :
Montrer gque les propositions suivantes sont des lois logiques :
e P o 1(1P) e 1P 20Q) ©@Pet1Q
e (P>0Q0)e (10 = 1P) o [Pet(QouR)] &
[(PetQ)ou(PetR)]
e [Pou(QetR)] & e [(P=Q)et(@=R)]=(P=>R)

[(PouQ)et(PouR)]

V. Raisonnements mathématiques

1. Raisonnement par contre-exemple :

Développement

Propriété :
Pour prouver que la proposition "(Vx € E): P(x)" est fausse, il suffit de prouver que la
proposition (3x € E): P(x) est vraie.

Exemple :
Montrons que "(Vx € R):2x — 1 = 0" est fausse.

Il suffit de montrer que "(3x € R): 2x — 1 # 0" est vraie.
Onapourx=0:2Xx0—1+#0

Alors "(3x € R): 2x — 1 # 0" est vraie.

Par suite "(Vx € R): 2x — 1 = 0" est fausse.

Evaluation

Application :

Montrer que les propositions suivantes sont fausses :
e P:"(VxeR):x+1=2".
« P "(YXERDx+-22"

e Py: (Vx € RY)(Vy € R*):va+b =+a++b.

La continuité d'une fonction numérique
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2. Raisonnement par la contraposée :

Développement

Propriété :
Pour démontrer I'implication P = Q, on peut essayer de démontrer la contraposée 7Q = 7P
qui est parfois plus simple.

Exemple :
Montrons que (Vx € RY)(Vy e RY): x #y > x3 +4x #y3 + 4y.
Essayons de montrer (Vx € RY)(Vy e R*): x3+4x=y3+4y>x=1y.
Onax3+4x=y3+4y=>x3—y3+4x—4y=0
=> (X —YE*+xy+y>) +4x—y)=0
> @x—y)2+xy+y?+4)=0
=>x—y=0carx?+xy+y%+4=%0dufaitque x € Rtety € R*.
Sx=y.

Evaluation

Application :
z I\/Iontrerque:(VaeR)(VbER):a+b>1=>a>% oub>%.

. . 4
2. Montrerque : (Vx> 1D)(Vy > 1):ix #y = -7 T

3. Raisonnement par les équivalences successives :

Développement

Propriété :

Soient P ,R et Q trois propositions.

Le raisonnement par les équivalences successives se basé sur la loi logique suivant :
[[PeRet(Re Q)= (P <0Q)

Exemple :
Montrons que (Va € R)(Vb € R):a’? + b =2abea=b
Ona:a*’+b*=2abea’>—2ab+b?>=0

e ((@-b)?*=0
<a—-b=0
Sa=b.
Evaluation
Application :
. _ 1) X - =
1. Montrer que : (Vx # —1)(Vy # —1): i O X=Y

2. Montrer, pour tout x de R, que (\/Zx +2=1+ \/}) e (x=1).

Vil 1
3. Montrer, pour tout x de [1; +oo[, que *— < >
X
Exercice :

2
1. Soit x un réel. Montrer que : =1l x=+v3oux=—V3.
4 v 1+x2 \/_ \/_
1

12
2. Montrer que pour toutx de R : |x — 1| < e < 5
3. Soienta € [1; +oo[ et b € [4; +oo[. Montrer que

\/a—1+2\/b—4=%b<:>a=2etb=8.

2
3

4. Raisonnement par disjonction des cas :

Développement

La continuité d'une fonction numérique
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Propriété :
Soient P ,R et Q trois propositions.
Pour montrer que [(P ou Q) = R] on montre parfois [P = Ret Q = R |.

Exemple :
Montrons que (Vx € R): V1 + x? + x > 0.

- Six > 0,alors V1 + x* + x > 0 du fait que V1 + x* > 0.
- Supposons que x < 0.

Onal+x2>x*=+V1+x2>Vx2
= V1 +x2> |x|
=V1+x2>—x
=Vl+x2+x>0.
Donc dans tous les cas de x , V1 + x? + x > 0.

Par suite (Vx € R): V1 + x* + x > 0.

Evaluation

Application :

Soitn € IN. Montrer que n? + n est pair.
Exercice :
Montrer que (Vx €ER) : |x — 1| <x?—x+1.

5. Raisonnement par absurde :

Développement

Propriété :
Soient P et Q deux propositions.
Le raisonnement par absurde est basé sur la loi logique [P = (Q et Q)] = P.

Exemple :
Soit n un entier naturel tel que n? est pair. Montrons que n est pair :

Supposons n est impair, alors (3k € IN):n = 2k + 1.
Donc n? = 4k? + 4k + 1 est impair, ce qui est contredit le fait que n? est pair.
D ’ou d’apreés le principe du raisonnement par [’absurde, n st pair.

Evaluation

Application :
Soientx, y et zde R}, telsque x +y + z <§+§+§et xyz > 1.

Montrerquex # 1,y # letz # 1.

6. Raisonnement par récurrence

Développement

Propriété :

Le principe de récurrence permet de montrer qu 'une fonction propositionnelle P(n) vraie
pour tout entier naturel n > n, avec n, € N.

La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :

Initialisation : On prouve que P(n) est vraie pour n = n,.

Hérédité : On prend n > n, donné on suppose que P(n) est vraie, et on démontre que
P(n + 1) est vraie.

Conclusion : On conclut que, pour tout n > n,, P(n) est vraie.

Exemple :

Montrons que 3 divise 4™ — 1 pour tout n € IN.

Pourn =0, 4° — 1 = 0 et 3 divise 0. Donc la propriété est vraie pour n = 1.
Soit n € IN, supposons que 3 divise 4™ — 1.

La continuité d'une fonction numérique

Année Scolaire :2023/2024




Lycée Collégial Complexe Pédagogique Notions de logique Professeur : Mustapha LAGUSIBY

Aghbalou mathématique

Année Scolaire :2023/2024

1% année du baccalauréat

Montrons que 3 divise 4"t1 — 1 :

4 1 =4x4"-1=3x4"+4"—-1.

D’apreés I’hypothése de la récurrence, il existe un entier naturel k tel que 4™ — 1 = 3k.
Donc 4™ —1 =3 x 4" + 3k = 3(4" + k) = 3k’ etk’ € IN.

Ce qui entraine que 3 divise 4™ — 1.

Dot d’apres le principe de récurrence on conclut gue 3 divise 4" — 1 (vn € N).

Evaluation

Application :

1. Montrerque (Vn€N) : 2/5" —3"

2. Montrerque (Vne€N):1+2+3+...4n= @
Montrer que (Vn € N):1+2+22+... +2" = 2"+1 — 1,

La continuité d'une fonction numérique



