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Etapes contenu Durée
I.  Dérivabilité en un point
Définition
Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et a un point del.
On dit que la fonctionfest dérivable en a s’il existe un nombre réel [ tel que
limw = [ € R .Le nombre I s’appelle le nombre dérivé de la fonction f en a et se
@ xX—a -
§ note f'(a) et on écrit :f'(a) = lim L=/
& x—-a xX—a
=
° Exemple :
B
]
; Soit f une fonction numérique définie par f(x) = x? + 2x
o Montrer que la fonction f est dérivable en a = 1 puis déduire le nombre dérivé en 1
Calculons la limite suivante : liq%
X— -
On a lim L7 @) — 242673 _ 4y 2D  piy + 3 = 4
x—-1 x—1 x-1 x—1 x—1 x-1 x-1
Donc la fonction f est dérivable en 1 et le nombre dérivé en 1 est 4, et on écrit f'(1) = 4
Remarque :
Si lim £ @ — & alors f n’est pas dérivable en a.
x-a X—a
. & Application @;
'% Etudier la dérivabilité de f en a dans les cas suivants :
-
= =3x+1 ; =1 o x2=2x _ — _ . —
[5 f(x) x a f(x)_x+1, a=0 fx)=vx—3 ; a=4
Introduction
Soit f'une fonction numérique, dérivable en a et soient M(x, f(x))et A(a, f(a)) deux
points de la courbe. Le coefficient directeur de la droite (AM) est : a = %
E Si le point M se rapproche du point A (x tend vers a), alors la
> droite (AM) confondue avec la droite (T) de coefficient
= directeur f'(a)
R
% La droite (T) s’appelle la tangente de la courbe (Cy) en
§ A(al f(a')) @ “ x

L’équation de la droite (T) est comme suit : y = f (a)(x — a) + f(a) .

Propriété

Soit fune fonction définie sur I et dérivable en a signifi¢ géométriquement que la
courbeCradmet une tangente(T) en a d’équation : (T):y = f'(a)(x — a) + f(a)




Exemple
Soit f une fonction définie par f(x) = 2x — 3

Montrons que f est dérivable en 2 puis interpréter les S
résultats géométriquement \

) -f@2) | 2x-3-(4-3) | 2x—4
lim—————==1im = lim
x—2 X — 2 x—2 X —2 x-2 X — 2

o 2(x—2)
=lim——=2
x-2 X — 2

Donc f est dérivable en 2.

Géométriqguement :

La courbe de la fonction admet une tangente en un point A(2, f(2)) avec £(2) = 1

Donc I’équation de la tangente est: y = f'(2)(x —2)+ f(2) =2(x —2)+ 1 =2x—3

Application @ :
Déterminer 1’équation de la tangente de la fonction f en un point d’abscisse a dans les cas

g suivants :
E a) f(x)=4x*-5x+3 ;a=1
§ x+1
< b) f)=— ;a=-1
c) fx) =vx+1—-4;a=3
Il. Derivabilité a gauche et a droite
a) Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de 1.

On dit que la fonction f est dérivable a droite en a s’il existe un réel [ tel que :

lim LR @ _

x—at x—a )
%‘ Le réel [ est appelé le nombre dérivé a droite de f en a, onle note: f’, (a)
é On dit que la fonction f est dérivable a droite en a s'il existe un réel [ tel que :
= . f)-f(@)
5 lim = [
E x-a~ x—a
2 Le réel [ est appelé le nombre dérivé a gauche de f en a, on le note : f’g (a).
Q
&

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) = [x? — 1]

1. Etudier la dérivabilité de £ a droite en 1.

2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.
3.. La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

b) L'interprétation géométrique :




Si f estdérivable a droite en aalors (C, ) admet une demi-tangente a droite en
A(a; f (a)) d’équation y = fy(a)(x — a) + f(a).

De méme, si f est dérivable a gauche en aalors (Cf )admet une demi-tangente a
gauche en A(3; f (a)) d’équation y = fo(@(x—a)+ f(a)

Propriété :

Soit f une fonction numérique définie sur / et soit a € I.
On dit que f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche de

aetfy(a) = fy(a)et dans ce cas on écrit f'(a) = f;' (a) = f," (a) .

Interprétation géomeétrigue
Propriété

*  Si fest dérivable a droite de a alors ¢, admet une demi-tangente (T) a droite en a
d’équation (T):y = fy'(a)(x — a) + f(a)

*  Si fest dérivable a gauche de a alors ¢, admet une demi-tangente (T) a gauche en a
d’équation (T):y = fy'(a)(x — a) + f(a)

Application :
f(x)=x>+1 ;x>-1

E Soit f une fonction numérique définie par
= f(X)—x2+x+2 ;x<-1
=
5 1) Etudier la dérivabilité de la fonction f en -1
2) Interpréter les résultats graphiquement
Propriété :
Dérivabilité de f Interprétation géométrique
f Dérivable a droite de (Cr)admet une demi tangente 1 1 »
X0 en point A(xy; f(xo)) d’équation ol | 1 x
4 = fi(xg)(x — x0) + f(x
] () = fxp) Y = fa(x0)( 0) + f(x0)
3 lim ———— =1
= XX, X — Xp
=
=
g f n’est pas dérivable a (Cr)admet une demi tangente >
= droite de xq verticale dirige vers le haut en
> point A(xo; f (%o))

) —f(xo) _
m —=

li +o0 |:’P’/”/T

+ —
X—Xg X — Xp o 1 B

f n’est pas dérivable a
droite de x,

LG = )
im ———= = —

x-xg X — Xg

(Cr)admet une demi tangente g
Verticale dirige vers le bas en
point A(x; f (xo))




f Dérivable a gauche de (Cf) admet une demi tangente

X en point A(xg; f(xg)) d’équation
) = F(xo) _ y= fg (x0) (x — x0) + f (xo)
lim ——————=1
xX—Xxg X — X
f n’est pas dérivable a (Cr)admet une demi tangente
gauche de x, Verticale dirige vers le bas en
oint A(xq; f (x
O~ fag) | PO ARG
m-————-=+4ow

x—>xg X — xo

f n’est pas dérivable a (Cs) admet une demi tangente § ¥
gauche de x, Verticale dirige vers le haut en
oint A(xy; f (x

O = fag) | PO ARG Tt

im ———== -0
X=X, X — X I | .1 ] |

ik 1 A

Exemple :

Soit f une fonction définie par f(x) = Vx
Etudions la dérivabilité de f a droite de 0

Ona lim 40

l _—=
x—>0T x—0 x—0t x—0 x—0+ Vx

Donc f n’est pas dérivable a droite de 0 ; donc la courbe de la fonction f admet un demi-
tangente d’équation x = 0 et dirigé vers le haut.

g Application :
‘5 Soit f une fonction numérique définie par f(x) = Vx? — 4
E Etudier la dérivabilité de la fonction fa droite de 2 ; puis interpréter les résultats.
Il. Fonction dérivee
Définition
@ Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle I ouvert.
§ On dit que f est dérivable sur I s’clle est dérivable en tout point de ’intervalle 1
g Remarque :
5 e La fonction polynomiale est dérivable sur R

e La fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle de son ensemble de
définition.
e La fonction de la tangente est dérivable sur R — {% + kn/k € Z}

Exemples :




f(x) = x3 — 5x? + 2 : est une fonction polynomiale alors est dérivable sur R
f(x) = g : est une fonction rationnelle alors est dérivable sur R — {2}

f(x) = +/x : est dérivable sur ]0; +oof.

f(x) = cos(x) : est dérivable sur R

f(x) = sin(x) : est dérivable sur R

Définition

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle I.
La fonction qui associée chaque nombre réel x de I par le réel f'(x) s’appelle fonction
f':1 >0

dérivée de la fonction f sur I et se note f'; et on écrit ,
X f'(x)

Exemple :

On considere la fonction fqui est définie sur R par f(x) = x?

- 2_,. 2 _
Soit x, € R. On a lim FO)=fX0)_ jiy ¥ =%0 _ piy F=X0)XHX0)_ i o o Xg=22,
X—Xq X—Xg X—>Xq X—Xo X-Xq X—Xo X—-Xg

Donc fest dérivable en x, et le nombre dérivé est f'(x,) = 2x, (I’image de x, par la
fonction f'

Par conséquent f est dérivable sur R et (Vx € R); f'(x) = 2x

g & Application @:
g Soitf fonction définie sur R par f(x) = 2x3
5 Montrer que (Vx € R); f'(x) = 6x?
Fonction f D¢ La dérivée f’ D;
fixo k;(k€eR) R flix>0;(k€eRr) R
fix o x R flixe1 R
a D
§ fix o ax R flixma R
=]
; fixx";(ne R flixpnx™1t; (ne R
g N %) N %)
N1 1 R x -1 R *
~ : — " —
fix o fix o —
fZXH]/Xn(nEN*) R f':xr—>—n/x”*1(neN*) R
fix e x & f’:x»—>—1 Ry
2vx
fix o sin(x) R f x> cos(x) R
f:x > cos(x) R fx » —sin(x) R




fix o tan(x) R flixe1+tan(x) = R
1
+ kn/k - {%+ ke [k

cos?(x)

|
LG

€ ez}

Exemple

f(x) = x° On a f une fonction polyndme donc est dérivable sur R .

Donc (Vx € R); f'(x) = (x°)' = 5x*

flx)= % : on a f une fonction rationnelle donc est dérivable sur Dy = R * ;

2

Donc f'(x) = (xi) =2

x3

Propriété

Si f et g deux fonctions dérivables sur un I alors la fonction :

of + g estdérivablesur I etona (Vx € I); (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x)
ekf estdérivablesur I etona (Vx € I); (k X f)'(x) = k X f'(x)
of X g est dérivablesur I etona (Vx € I); (f X g)'(x) = f'(x) X g(x) + g'(x) X f(x)

°f est dérivable en tout point de I telle que f(x) = 0 etona (Vx € I); ( ) '(x) = fl:(E:;)
f'(x)

*Si f est positive alors ,/f est dérivable sur I eton a (vx € I); (/f)'(x) = o7
o f™ est dérivable sur I etona (Vx € I); (f™)'(x) =n X f'(x) X f* 1(x) (n € N¥)

Evaluation

'5 est dérivable en tout point de I telle que g(x) # O etona (Vx € I); (ﬁ) = ’W‘gg;fw
& Application ®:
Etudier la dérivabilité de la fonction f'sur etl déterminer sa fonction dérivéef’
f(x)=(Bx?+2)Wx ;1 =R: i fx)=Vx2-2x+2; I=R
— (v3_1\6. T — . - _* —1—1-
fx)=x"-1)°; I=R ; fO) ===31=1-1;+]

X

fo) =2 1=R-2)

Résumer du cours

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur I et soient a et b deux nombres réels.

Soit J I’ensemble des nombres réel x tel que (ax + b) € J .La fonction x — f(ax + b) est
dérivable sur I eton a (Vx € J); (f(ax + b)) = af'(ax + b)




Evaluation

Application ®:

Calculer f'(x) dans les cas suivants :

X f(x) = sin(3x + 2) ; Qf(x)=tan(2x-1) ;
X f(x) =cos(2x?—4x+ 1)

Résumer du cours

Définition

Soit f une fonction dérivable sur 1.

¢ Si f' est dérivable su I alors sa dérivée s’appelle la dérivée seconde de la fonction f sur |
et se note /"
eDe méme on peut définir la dérivée a I’ordre n (n > 2) et se note £ ™ telle

que :(Vx € I); f™(x) = (f D)

Evaluatio

n

Application @:
Déterminer la dérivée seconde et la troisiéme dérivée de la fonction

f(x) =3x3—-2x>+5

I. Limites et ordre :
77 Propriété :

Soit a et [ deux réels et I = [a; +oo[.Soit f,g et h des fonctions numériques définies sur I.

. {(anegl()ﬁf)gixi:of( )' alors lim f(x) = +ee.
i {(an Egl()x)gix)_:o flx )’ sors lim £3) = o
{(Z;‘negl()x)lf_(ai)) Rt anrsxl_i)wa(x) =l

,alors lim f(x) = 1.
X—+oo

((vx € D;g(x) < f(x) < h(x)
) {x%g(x) = fp )=

Remarque :

Ces propriétés restent valables aussi quand x tend vers —oo ou vers un réel a ou a droite en
a ou a gauche en a.

& Application ®;

1. a. Montrer que : (Vx € R) § <——<1.

2—cosx

x3

b. Calculer les limites suivantes : lim — :

xX—>+00 2—C0S X X—>—o0 2—CO0S X
2. On considére la fonction f définie sur R* par : f(x) = x sin (i) + 2.
Veérifier que : (Vx € R*) |f(x) — 2| < |x]| puis déduire lirrozf(x).
X—

Exercice 9 de la série




