Prof : LAGUSIBY
Mustapha

Niveau :
IB.S.E.F

Durée : 10 heures Limite d’une fonction

Les capacités attendues

v Calculer les limites des fonctions polynémes, des fonctions rationnelles et des fonctions
irrationnelles ;
v Calculer les limites des fonctions trigonométriques simples en utilisant les limites usuelles.

Contenus du

-Limite des fonctions :x = x%,x = Vx,x = x3,x = x"

ainsi que leurs inversesen 0, en +o eten — oo

-Limite finie et Limite infinie en un point ;

-Limite finie et Limite infinie en 400 et —co.

-Opérations sur les limites ;

-Limite a gauche ; limite a droite ;

-Limites de fonctions polynomiales ; rationnelles et limites de \/7 f étant une fonction usuelle ;

programme
lim sin x li tan x li 1-cos x
.. . x>0 X ‘x50 x x50 x2
-Les limites: [ sin (@)
x—0 X
-Limites et Ordre.
v" On approchera la notion de limite d’une maniére intuitive a partir du « comportement »
de fonctions de référence qui figurent au programme et leurs inverses au voisinage de 0,
Recommandations de +o0 et de —oo,et on admettra ces limites ; -On se basera sur les propriétés de 'ordre
pédagogiques dans IR pour calculer les limites de fonctions simples vérifiant: e fxlux () () —<ouu est

une fonction dont la limite est 0 ;

Fichiers utilisés dans la
préparation du cours

v’ Les orientations pédagogiques.+ Livre d’éléve + Des sites électroniques.
v’ Distribution périodique du programme de mathématiques

Role de I’enseignant

Ecrire I'activité au tableau + Marquer les difficultés + Répartir les taches + Donner une
durée suffisante pour la recherche individuelle + Diagonaliser les prérequis des apprenants
+ Noter les observations

Role de ’apprenant

Ecrire les activités + Répondre aux questions de |'activité avec la justification de ses
solutions. e Formuler les résultats de I'activité sous forme d’un théoréme, une propriété... +
Répondre aux exercices




Etapes

contenu

Durée

Activité d’initiation

I. Limite finie et infinie d'une fonction en un point :
. . . . A
2. Limite finie d'une fonction en un point ;
Activité
Dans la figure ci-contre OAB est un triangle de surface 8cm? et M

un point mobile d’abscisse x sur le segment [OB]. On considére
f (x) la surface du triangle OAM. 1

e On remarque que f (x) prend des valeurs proches de plus en plus ©
de 8 lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de 4. On dit que f(x) tend vers
8 lorsque x tend vers 4 et on écrit lirg f(x) = 8.

xX—>

e On remarque que que f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Donc la limite de f en 0
est 0 et on écrit lingf(x) = 0.
xX—
limf(x) = lirrin =2%X4=8
X—

x—4

eOna f(x) = 2x, on trouve alors lirr&f(X) _ lin(%Zx =2%x0=0
X— xX—

Résumer du cours

77 Définition :

Soit a et [ deux nombres réels. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de
la forme |a — xy; a + x,[ ou sur un ensemble de la forme |a — xy; a + x,[ — {a} ou

(a € R*).

Si f(x) tend vers | quand x tend vers a, on écrit: chl_r)r; f(x) =1lou lignf (x) =1L

7 Propriété :

Soit f une fonction numérique, a et [ deux nombres réels.
Si f admet une limite [ en a alors cette limite est unique.

Remarques :

e On rencontre parfois lors de calcul de certaines limites en un point a la forme
4 e o 0
indéterminée suivante " 5 "

+m mon

1 . 0 -
e Les formes indéterminées sont " E”’ "=—="" 400 —o00"et" X Foo"

I+
8

Exemple @:

. Vx+1-2
Calculons lim }
x—3 X-3

On ne peut pas calculer cette limite directement parce que on obtient la forme indéterminée
n 0 n
.

1 1

o lim\/x+1—2 — lim (Vx+1-2)(Vx+1+2) i x—3 = lim— = 1
na x>3 X=3  xo3 (x=3)(VxFi+2)  xo3 x=3)(VAF1+2)  xo3 VXF1+2  VAFI+2 4

Exemple @:

. 2x3+42x? 1
Calculons lim Z— ="
x—»—1 X“+3x+2
On ne peut pas calculer cette limite directement parce que on obtient la forme indéterminée
n 0 n
.
La division euclidienne de 2x3 + 2x% + x + 1 et x? + 3x — 2 par x + 1, donne :




2x3+2x*+x+1=(x+1D2x*+Detx?*+3x+2=(x+1D(x+2).

. 2x3+2x?+x+1 . (x+1)(2x%+1) . 2x%+1 2(-1)%+1
Donc lim ————— = lim ————= = lim = =
xo—1 Xx243x+2 xo—1 (x+1)(x+2) xo>—1 X+2 -142

& Application @;
Calculer les limites suivantes :

=
S o lim* 0 lim=> © lim 0 lim 2
= x—1 x+5 x—-2 X%—4 X0 X2—4x x4 X—4
=]
—~ —x—2 . 3x3—4x+1 . 3x2-5x+2 . Ax—1-2
E ® lm5= © Um s @ lim=F © Umi
Exercice @ de la série.
2. Limite infinie d'une fonction en un point .
77 Propriété :
Soit f une fonction numérique, a et [ deux nombres réels.
¢ Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers a, on écrit : limf(x) = +o0 ou limf (x) = +oo.
x—a a
¢Si f(x) tend vers —oo quand x tend vers a, on écrit : limf (x) = —oo ou limf (x) = —oo.
xX—a a
Limite a droite et a gauche d'une fonction en un point ;
77 DEFINITION :
Soient f une fonction numérique et a un nombre réel.
eLa limite de f a droite en a, notée lim f (x) ou xll)r‘rll+ f(x), est la limite de f lorsque x
x>a
prend des valeurs de plus en plus proches et supérieures de a.
e eLa limite de f a gauche en a, notée lim f(x) ou xll)r‘rll_ f(x), est la limite de f lorsque x
< x<a
= prend des valeurs de plus en plus proches et inférieures de a.
E 77 Propriété :
Q
= On admet les limites suivantes :
S . 1__ _ ER T
Z -gcl_r)r&x—+oo -xl_l)mx— ooogcl_r)r&\/} Oollm\/}—+oo -(VnEN)gcl_r]%xn—+oo
x>0 x<0 x>0 x>0 x>0
e Sin est pair, alors llmx— = +o0.
x<0
e Sin est impair, alors llm—n = —o0,
x—-0Xx
x<0
Exemple :
42 x —oo 0 3 +oo
Calculons lim et lim
x—3+ 3x— x2 x—3~ 3x x2’ 3r —x? - + -
Le tableau de signe de 3x — x? est
. . 2
Etona limx +2 =5et lim3x —x* =07 . Donc lim = o,
x—-37t x—37t x—3+ x2-3x
Etona lim3x —x* = 0*. Donc lim ——— = +oo.
x—3~ x—3t x“-3x
Application @ :
g Calculer les limites suivantes :
§ ® lim2 ® limi: © lim X2 0 lim XS
— x—2F x=2 xX—27 X=2 x—0+ x%2—x x—-2- X4
> 92 _ . 3xc—x-1
e e I 3x—2x @ lim 2x+3 @ lim x2-1 (5) llrlr_lF —

x—>—1+ x—x3 x—1~ 1-x? x—1" |x—1] xX—=




Exercice @ de la série.

Résumer du cours

77 Théoréeme :

Soit f une fonction numérique. Ona: lim f(x) =l et limj(x) =lelimf(x) =1.
x—-a x—->a x—-a

Remarques :

e [ e théoréme reste valable si [ est un réel ou +o0 ou —oo.
o Si lim f(x) =let lim f(x) = l'tel que I # I' on dit que f n’a pas de limite en a.
xX—>a xX—a

Exemple :

f(x)=—x+1, x=3

fx)=x*—4x+1, x<3

On limf(x) = lim —x+1=-2et limf(x) = limx>—4x+ 1= —-2.
x—3% x—3% x—3~ x—3%

Soitf la fonction définie par {

Puisque liggrf(x) = lirgl_f(x) = —2, alors f aune limiteen a eton a : lirr;f(x) = —2.
X— X X—

Evaluation

Application :

2
x2=3x+2
1 D <]

X

fOx)=——

1. On considere la fonction f définie par
Vx—1
fx)= 1 x>1

Calculer lim f(x) et lim f(x). Conclure.
x—1" x—1t

x%41
g(x)_—x+3 ,XSZ
gx)=1—-ax? ;x>2

Déterminer une valeur de a pour laquelle g admet une limite en 2.

2. On considere la fonction g définie par :

Activité d’initiation

Il.  Limite finie et infinie d'une fonction en 4+~ ou en —
& Activité o:
La figure ci-contre représente la courbe de la fonction f: x + x3
dans un plan muni d'un repére orthonormé (0;7; 7).

1. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x) quand x
prend des valeurs de plus en plus grandes ? 1

2. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x) quand x -
prend des valeurs de plus en plus petites ? 4
3. Exprimez vos remarques dans les questions 1. et 2. en 5
utilisant les symbole lim .

" Propriété :

Soit n € N* et k € R*, On admet les limites suivantes :

B lim x" =+ mlim x" =

X—+00 X—>—00

+o00 ; n pair
{—OO;n impair
+o0 ;k > 0et n pair
+00; k>0 ) n —o0 ; k< 0etn pair
—00; k<0 .x1—1>r—nookx ~)-o ; k> 0et nimpair
+o0 ; k < 0etnimpair

m lim kx”={

X—>+00

Evaluation | Résumer du cours

& Activité ©:




La figure ci-contre représente la courbe de la fonction

1 . \ r
fix = dans un plan muni d'un repere orthonormé

;T ). )

1. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x) 3
quand x prend des valeurs de plus en plus grandes ?

2. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x)
quand x prend des valeurs de plus en plus petites ?

3. Exprimez vos remarques dans les questions 1. et 2. en

utilisant les symbole lim . EA S o Ll I S S
7 Propriété :
Soitn € N* et k € R*, On admet les limites suivantes : lim —n =0et lim —n =0
X+ X xX—>—0X
Exemples :
£ 2x%+5 —3x3+x
2 Calculons les limites suivantes lim et lim
] x—+oo 4x2 X——00 x3
2| | A~ Propriété :
R
£ Soient P et Q deux fonctions polyndmes et a un réel.
z Si ax™ et bx™ sont respectivement les termes du plus haut degré des polyndmes P et Q,
= alors :
P(x) _ 4. ax" . P
lim P(x —llmax llme = limax™; lim —= = lim — ; lim —= =
X——o0 (x) ) X—+o0 P X0 Q()  xoeo bX™ 7 x50 Q)
lim ax?
x——o0 bx™
& Application @:
Calculer les limites suivantes :
_g -xllm1+5x + 8x e lim —5x3+1 -limx+(1—\/§)x2+4
= — o0 X—>—o° X——o0
i 4+ 200 (2= V3 —x2 al=3x
— o lim o lim o lim ————+
z x—+e03x3 4+ 5x2 + 1 x——eo 2x2 -3 lxl=+e |x + 5]
Exercice @ de la série
Exercice @ de la série.
Propriéte :
. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a; +oo[ ou (a € R)
5 telle que (Vx € [a; +oo[): f(x) = 0.
) .
e Si lim f(x)=1Lletl>0,alors: lim.f(x)=+I.
"g x—>+oof( ) X—+0o0 f( \/_
3 e Si lim f(x) = +oo, alors: lim /f(x) = +oo.
= X+ X—+00
S R )
§ emarque .

o Cette propriéte reste valable aussi quand x tend vers —oo ou vers un réel a ou a droite en
a ou a gauche en a.

Evaluation

& Application ®:
Calculer les limites suivantes :

® lim Vx2+2x+5 ® lim V3x2—-5x+1 ©

x—+o0oo X——00

x+1
x—+00\ X—4




lIl.  Opérations sur les limites

Dans tous ce qui suit, a est un nombre réel ou +ocoou —oo,[ et I’ sont des nombres reels.
Ces résultats restent valables pour les limites a droite et a gauche en a.

7)) . . . . . f
: lim f(x) | lim g(x) | lim(f + g)(x) lim (fg) (x) i‘i’i‘;( /g) (x)
o l I'#0 [+ 11 L/
= 1>0 —oo —oo —oo 0
5 1<0 +oo 400 —oo 0
£ foo Foo Foo Foo F.I
2 —oo —oo —oo 400 F.l
~ oo —oo F.I —oo F.I
0 Foo Foo F.I 0
foo 0 foo F.I +oo
0 0 0 0 F.I
l#0 0 l 0 Foo
Application @:
§ Calculer les limites suivantes :
= ] 1 _ 1 2 1+
E @ lm3x+7+z @ lim (-3+3)(1+2) o lm =
>
= o [im Y3 ® limVix?—x+3-2x+1 O lim Vx2+x+x
X +t00 x X—+oo xX——00
IV. Limite de fonctions trigonométriques
Propriété :
e limcos(x) = cos(a) elimsin(x) = sin(a)
xX—-a xX—-a
e limtan(x) = tan(a) six # % + knt/k € Z.
X—a
Exemples :
L1 . Nz, _ . _
limsinx == ; lim cosx=— ; limtanx =0 ; limtanx = V3
=
=
&
= Remarques :
g e Les fonctions x - sin(x), x » cos(x) et x » tan(x) n’ont pas de limite en +co.
= o limtanx = +ooet lim tanx = —oo.
] mt x—Z
=4 =3 2
7 Propriété :
Soit a un réel non nul,on a:
o sin(ax) —1 : e 1—-cos(ax) _ 1 : li 1—cos(ax) _ l
x—0 ax x—0 (ax?) 2 x50 (ax?) 2
Exemples :
Calculons lim 223
x—0
= Application @ :
=
s Exercice 8 de la série
= Calculer les limites suivantes :
; O lim sin 4x 2 ® lim tan2x o i sin 3x o limsin(x—z)
x—0 tan5x x=>0 X x—=0 4x x—=2  X—2




. tanmx . Sinx—cosx cosx
1—cosvx (6] O lim @ lim——— O lim—
x—1 x-1 ol =7 x—>E x=3

4

® lim ———

x—0*

V. leites et ordre :
77 Propriété :

Soit a et [ deux réels et I = [a; +oo[.Soit f,g et h des fonctions numériques définies sur I.

{(anegl()x)ggxl:of( )' alorslim f(x) = +ee.
. {(X;Egl(l)ggx)_> fx )' s i A==
Vx €1);| -1 <
* {(llfn g()x)f_(? e alorsxl_z;trnmf(x) =1

,alors lim f(x) = 1.
X—+oo

((vx € D);g(x) < f(x) < h(x)
Lot = iy o =

Remarque :
Ces propriétés restent valables aussi quand x tend vers —oco ou vers un réel a ou a droite en
a ou a gauche en a.

& Application ®;

1

1. a. Montrer que : (Vx € R) § <; =L

x3

b. Calculer les limites suivantes : lim :
x—+00 2—COS X

2. On considére la fonction f définie sur R* par : f(x) = x sin (i) + 2.
Veérifier que : (Vx € R*) |f(x) — 2| < |x]| puis déduire lin(’)zf(x).
x—

m
X>—o0 2—COS X

Exercice 9 de la série




